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I t  is shown that  the statistical methods of Wilson are inadequate to explain the intensity distribu- 
tion experimentally observed with certain protein crystals. The limitations inherent in Wilson's 
t reatment are examined and new theoretical laws are deduced corresponding to more exact 
models and taking account of the actual distribution of atoms in the unit cell and of the correlation 
between the atomic positions. It  is shown that  these laws are in good agreement with the intensity 
distributions obtained from crystals of ribonuclease and methemoglobin. 

Notation 
N -  nombre  d 'a tomes  contenus dans une maille 414- 

mentaire.  
V -  volume de la mai l le  41dmentaire. 
r ¢ -  vecteur de posit ion de l ' a tome j .  
s - - v e c t e u r  de posit ion dans l 'espace r4ciproque 

([sl = 2 sin 0/;t). 
f / -  facteur de s t ructure  de l ' a tome j .  
F -  facteur de s t ructure  de la maille 414mentaire. 
A, B -  composantes r4elle et imaginaire  de F. 
aj = f j  cos (2xrj  × s) - -  contr ibut ion £ A de l 'a tome j .  
bj = f / s i n  2x( r j  × s) - -  contr ibut ion £ B de l ' a tome j .  

~v 
O~=2fL 

j=l 
( V ( S ) > -  moyenne  des valeurs de V(s) pour tous les 

points de la surface d 'une  sphere de rayon ]s[, V(s) 
grant  une fonction quelconque. 

Introduct ion  

Lorsqu'on applique les m4thodes statistiques aux 
intensit4s diffract4es par un r4seau cristallin, il con- 
vient de ne pas confondre les deux probl~mes suivants: 

Probl~me / . - - O n  choisit les positions des atomes 
d 'une  maflle 414mentaire selon une certaine loi al4a- 
toire: chaque choix des positions atomiques dgfinit 
une structure.  E n  se plagant  en un point  fixe du 
r4seau r4ciproque on cherche £ d4terminer la fonction 

p~(X)dX (1) 

qui repr4sente la probabilit4 que X soit compris entre 
X et X+dX (X peut 6tre I, A ou B). 

Probl~me ll .--Soit la m6me maille 414mentaire, 
dans laquelle toutes les positions atomiques sont fixes. 
Consid4rons un ensemble M de noeuds du r4seau r4ci- 
proque, contenus dans une r4gion limit4e de l'espace 

* Adresse actuelle. 

r4ciproque: le nombre  de nceuds de l 'ensemble  soit 
grand. On veut  calculer la fonction 

p n ( X ) d X  (2) 

qui repr6sente la fraction des nceuds de l 'ensemble  M 
dans lesquels X a une valeur  comprise entre X et 
X + d X .  

Les m4thodes math4mat iques  adopt4es par  t o u s l e s  
auteurs qui ont appliqu6 les ra isonnements  s tat is t iques 
aux probl~mes des structures (en part icul ier  Wilson, 
1949; Kar le  & Haup tman ,  1952, 1953) sont bas4es 
sur l 'existence de variables al4atoires: elles se r4f~rent 
au probl~me I ci-dessus. Au contraire le cristallographe 
s'int4resse au probl6me II,  car il cherche £ d4terminer  
la dis t r ibut ion de X pour une certaine structure,  les 
positions atomiques dtant  fixes. 

En  principe les fonctions pi(X) et pn(X) sont diff4- 
rentes: on a seulement  prouv4 qu'elles coincident 
(Karle & Haup tman ,  1952) dans le cas off p~(X) est 
calcul4 en laissant  au hasard le choix des positions 
atomiques,  et l 'ensemble M est form4 par  tous les 
nceuds contenus dans un volume suf f i samment  4tendu 
de l 'espace r4ciproque. En  pra t ique toutefois l 'accord 
entre les lois th4oriques de Wilson et les dis tr ibut ions 
exp4rimentales est g4n4ralement satisfaisant,  m6me 
lorsque le choix des nceuds se l imite  £ une mince 
couche sph4rique de l 'espace r4ciproque, pourvu que 
le rayon moyen de cette couche ne soit pas trop petit .  
Au contraire on observe un 4cart systdmatique entre 
la distribution des intensit4s et les lois de Wilson 
lorsqu'on s'approche de l'origine de l'espace r4ci- 
proque: ces 4carts sont particuli~rement importants 
pour les cristaux des prot4ines (voir le chapitre des 
exemples), car les taches de diffraction se trouvent 
concentr~es autour de l'origine de l'espace r4ciproque, 

cause des grandes dimensions des mailles 414men- 
taires et de l'effacement rapide des intensit4s en fonc- 
tion de l'angle de diffraction. 

C'est en examinant la distribution statistique des 
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intensi~s de quelques cristaux de protfiines que nous 
nous sommes apergu des limitations qui affectent les 
lois calcul~es par Wilson. Nous nous sommes alors 
propos~ de caleuler d'autres lois th~oriques, qui 
soient en meilleur accord a v e c l a  distribution des 
intensitgs donnfies par l'exp~rience. Nous avons choisi 
des modules statistiques plus ~labor~s que celui adoptg 
par Wilson, en tenant  compte de deux propri~tfis des 
cristaux de prot~ines que le module de Wilson n~glige: 
la distribution rfielle des atomes, dont les fluctuations, 
dans les prot6ines, sont plus r~guli~res que celles dues 
au hasard (Harker, 1953) et la corr61ation des positions 
atomiques due aux liaisons chimiques et aux empfiehe- 
ments stfiriques. 

Chaque module est caraet~ris~ par la loi al~atoire 
qui r~gle le choix des positions atomiques (voir ci- 
dessus la d~finition du probl~me I): 

ModUle 1.--Le choix des positions atomiques se fair 
au hasard: chaque atome a une probabilit~ dv/V 
d'occuper un filfiment de volume dv (un 616ment de 
volume est 'occup~' lorsqu'il eontient le centre de 
l'atome). 

ModUle 2.- -On choisit les positions atomiques en 
a t t r ibuant  ~ chaque atome une probabilitg d'occuper 
un 61~ment de volume, qui est une fonction de la 
position de l'fil4ment de volume dans la maille ~lg- 
mentaire. Dans cos deux mod6les le choix de chaque 
position atomique est ind6pendant de l 'emplacement 
de tons les autres atomes. 

ModUle 3.- -On partage la maille ~l~mentaire en un 
nombre donng de parallfilfipipbdes figaux, et on admet 
que chaque parall~16pip~de contient un nombre fixe 
(et grand) d'atomes. A l'intgrieur de chaque parall61- 
fipip~de les positions atomiques sont choisies au hasard, 
les unes indfipendantes des autres. 

ModUle 4.- -On partage la maille ~ldmentaire en un 
grand nombre de cases identiques, dont le volume est 
suffisamment peti t  pour qu'un seul atome puisse y 
gtre contenu. On attribue b~ chaque case une certaine 
probabilitfi d 'etre occup~e: cette probabilit~ est une 
fonction de la position de la case dans la maille fil~- 
mentaire. 

bution des intensit~s des prot4ines; nous examinerons 
l'aceord entre la distribution des intensit~s diffract~es 
par les cristaux de ribonucl6ase et de mfith6moglobine 
et les lois thfioriques, en tachant  ainsi d'gtablir un 
rapport  empirique entre les probl~mes I et I I  ci- 
dessus. On peut remarquer, d'ailleurs, que cette m~me 
restriction limite la validit~ de la plupart  des applica- 
tions des m~thodes statistiques ~ d'autres structures 
que celle des prot6ines; fl est rare en effet que l 'analyse 
statistique soit faite en respectant les conditions 
~tablies par Karle & Hauptman (1952), qui sont les 
seules dans lesquelles il ait fitg prouvd que les deux 
problbmes coincident. 

Calcul  des lois  de d is tr ibut ion  

Les lois de distribution statistique que nous calculons 
ci-dessous seront employ6es dans la r~gion de l'espace 
r~eiproque voisine de l'origine: Karle & Hauptman 
(1952) ont montr6, et la valeur asymptotique des lois 
calculfies ci-dcssous va le eonfirmer, que lorsque Is] 
est suffisamment grand, les lois de distribution coin- 
cident avec celles calcul~es par Wilson. 

Les lois de distribution sont calculdes en utilisant 
un thfior~me connu du calcul des probabilitfis que 
Wilson (1949) et nous m~me (Luzzati, 1952) avons 
utilis6 dans un probl~me analogue. Nous faisons l 'hypo- 
th~se que le hombre N d'atomes est grand. Nous sup- 
posons en outre que les atomes sont tons identiques, 
pour rendre plus simple la d~duction des lois mathd- 
matiques. Toutefois cette restriction n'est  pas n6ces- 
saire: les lois sont valables m~me si les atomes sont 
d'esp~ces difffirentes, pourvu qu'aucun atome ne soit 
pr~ponddrant. 

ModUle 1 

Chaque position atomique est une.variable al6atoire 
et indgpendante, distribute nn~formgment dans le 
volume de la maille ~ldmentaire. 

Ce cas est celui trait6 par Wilson (1949) et Karle & 
Hauptman (1952, 1953). Les lois de distribution des 
intensit~s sont: 

Le module 1 est celui adoptg par Wilson (1949). 
C'est en cherchant £ ~tablir des lois valables pour des 
structures form~es d'atomes distribu4s avec une cer- 
taine r6gularit~ que nous avons ~t~ amen6 £ choisir 
le module 2" les modules 3 et 4 ont ~td proposes pour 
tenJr eompte en outre de la corr~latlon des positions 
atomiques. Le module 3 fixe les fluctuations du nombre 
d'atomes eontenus dans des fractions de maille ~l~men- 
taire dont les dimensions sont grandes par rapport  
celles des atomes: la correlation est done ~ grande 
distance. Le modble 4, au contraire, t ient compte de 
la correlation ~ courte distance, due ~ l 'emp~chement 
stfirique des atomes et aux liaisons chimiques. 

Nous n'essayerons pas de prouver de mani~re 
rigoureuse que les lois statistiques relatives aux 
modules 2, 3 ou 4 coincident en gdngral avec la distri- 

p(I)dI  = (1/~59) exp ( - I / ~ 2 ) d I  

(non centrosym6trique) , (3) 

p(I) dI = ( 2 ~ J ) - ½  exp (-I/2q59) dI 

(centrosymdtrique) . (4) 

ModUle 2 

Nous calculons les lois de distribution statistique en 
supposant que chaque position atomique est une 
variable al6atoire et ind4pendante, dont la loi de 
distribution dans la maille ~lgmentaire est: 

q(r)dv. (5) 

q(r) est la m~me pour tons les atomes. 
Cas non centrosymdtrique.--Calculons la loi de distri- 

bution de A: 
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~Y 2F 

A = f ~  cos 2~r(rix s ) = ~ a i . (6) 
i=i i=I 

Chaque terme a I e s t  ici une variable al@atoire et ind@- 
pendante ;  sa loi de dis t r ibut ion est une fonction de 
q(r) (5). 

- f  a i = f cos 2zr(r x s )q ( r )dv  = fAq(s ) ,  (7) 
V 

(ai-a~)U = f f  _fv[C°S 2 g ( r  x s ) -  Aq]~q(r) dv 

= ½if[1 +Aq(2s ) -2A~(s ) ] ,  (8) 

A = ~ '  a i = qS1Aq, (9) 
~=1 

( A - A )  ~ = ~, (a i -a i )  ~ -- ½~5~[1 +Aq(2S)-2A~(s)] .  (10) 
i - 1  

Si le contenu to ta l  de la fonction q(r) n 'es t  pas 
concentr6 dans un  pet i t  volume de la maille 616men- 
taire Aq(s) et Aq(2s) sont n6gligeables en comparaison 
de l 'unit6, car le contenu to ta l  de q(r) dans une 
maille 616mentaire est 6gal ~ 1. On peut  donc simplifier 
l '6quat ion (10): 

( A - A )  ~. ~_ ½qS~. (11) 

A et ( A - A )  ~ d6finissent la loi de dis tr ibut ion stati-  
st ique de A:  

p(A) dA = (~r¢~)-½ exp [ -  (A -qSiAq)2/q~2] dA . (12) 

D 'une  mani6re analogue, on calcule la loi de distri- 
but ion de B:  

p(B)dB  = (zr~5~)-½ exp [-(B-qS~Bq)~/qS~]dB, (13) 
off 

Bq = I q(r) sin 2 z r ( r × s ) d v .  (14) 
V 

D@terminons la loi de dis t r ibut ion de 1. La proba- 
bilit@ que A et B aient simultan@ment des valeurs 
comprises entre A et A + d A ,  et entre B et B + d B ,  
est:  

,4 

Fig. 1. Repr6sentation sch~matique du plan A, B. 

p(A)p (B)dA  dB = (~q59.)-~ 

× exp [- ( (A-qS~Aq)  a+(B-qb~Bq)~}/q52]dA dB .  (15) 

Effectuons le changement  de variables (voir Fig. 1): 

(A -~StAq)2 + ( B - q b t  Bq)2 
2 2 2 2 = IF I +qS~(A~+B~)-2qS~]FI(A2q+B~)½ cos fl, (16) 

dA dB = IF[ d[Fl dfl . (17) 

Aq et Bq sont les composantes r6elle et imaginaire de 
la t ransform6e de Fourier  de q(r)- 

2 2 Ae+Bq = Iq.  (18} 

La probabili t6 que IF I air une valeur comprise entre 
IF[ et ]FI+d]F I est ~gale ~ la probabili t6 que l'ex- 
tr@mit6 du vecteur  F soit contenu entre les cercles de 
rayon  IFI et [ F l + d l F  I (voir Fig. 1)" 

p(IFI)dIFt = (~2)-' 
x {l~exp [ IYl2+~I'--2~'lFtl/lq-C°S ~] IFIdfl } 

xdlFl. (19} 
En rempla?ant  IF] ~ par  I on a 

p(1)dI = ~ exp [ 
I +~12Iq] 

N J 

] 
L'int~grale entre crochets dans (20) est 6gale ~ la  

fonction de Bessel ~ variable imaginaire,  d 'ordre  z6ro" 

1 f ~'~ - -  exp (z cos fl)dfl = Io(z ) . (21} 
2~r 0 

En  rempla~ant  dans (20) on a: 

r i+¢:iq] i0 [2¢,v(Hq)] p(I) dI  exp [ ~ J L ¢~. J dI .  (22). 

Cas centrosymdrique.-- 

N / 2  .Y/2 

F = 2 f 2  cos 2~(r  i x s) = 2 • a i . (23) 
i=t i=1 

D 'une  manigre analogue ~ eelle employ6e dans le cas 

non-centrosym6tr ique nous ealeulons F et ( F - F )  ~. 

- S aj -- 2f  cos 2 ~ ( r x s ) q ( r ) d v  = 2 f F  e , (24) 
V 

(aj-a~) ~ = 4 i f  Iv[cos 2~( r  x s)-Fq]2q(r)dv 

= 2 f f [ l + F q ( 2 s ) - 2 F q ( S ) ]  ~= 2 i f ,  (25} 

-~'/2 _ 

= ~" a i = ~ l F q ,  (26) 
i = 1  
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( F - F )  ~ = ~.~ (ai-a-~)~ ~ qb~. (27) 
~ = 1  

On obtient ainsi 

p (~ ' )dF  = (2a~b~)-½ exp [ - ( Y - q b x F ~ ) ~ [ 2 ¢ ~ ] d Y .  (28) 

Calculons la loi de distribution de I en rempla~ant Y 
par ~/I dans l'dquation (28) et en tenant compte du 
fair qu'une valeur de I correspond i F et £ - F :  

p ( I ) d I  = ( 2 ~ ) - ½  {exp [-(~/I-~)lYq)~] 
J 

+ exp [ -  
( -  V I -  ~l/~q)2] 

j }  (291 
d I  

Moddle 3 

Partageons la maille ~ldmentaire en T paralldl- 
~pip~des 6gaux de volume v. Supposons que nt atomes 
sont distribu~s au hasard £ l'int6rieur du parall~l- 
fipip6de t. 

Calculons la loi de distribution de 21: 

A = f ~  ~ 'cos  2rt(rt+r~×s) = ~" .~a~t .  (30) 
T n t T n t  

rt d~finit la position du centre du parall~l~pip~de 
t, r~ indique la distance d'un atome i au centre du 
paralldldpip~de t, ~ l'intdrieur duquel fl est contenu. 
La somme double s'~tend ~ t o u s l e s  atomes d'un 
parall~l~pip~de et £ tous les parall~16pip~des, r~ est 
la variable al~atoire. 

A = ~, ~,  aa ,  (31) 
T n t 

a~t = f cos 2g(rt+r~ × s) = f cos 2~(rt × s)A~,. (32) 

A, est la transform~e de Fourier d'un parall61- 
~pip~de de volume v ayant une densitd uniforme 
~gale ~ l/v: 

A~.-- v cos 2 ~ ( r x s ) d v ,  (33) 

A = .~  .~  a~t = f a y  .~  nt cos 2~(rt x s) = N f A ~ A q .  (34) 
T n t T 

Nous d~finissons ainsi: 

dont l'analogie avec Aq (7) est ~vidente. La difference 
entre Aq et A~ est d 'autant  plus petite que les varia- 
tions de q(r) (5) sont plus lentes, et que Is] est plus 
petit (voir Sayre, 1951). 

On a donc: 

~1 = qb1A,A~ . (36) 

Calculons ensure (A-_4)~: 

( A - A )  ~ = ~ ~ (a~t-a~t)* , (37) 
T n t 

(a~t--ait) ~ = f~ [cos 2~ (rt + ri × s ) - A v  cos 2~(rt× s)] ~ 

= ½f2{1 +A~(2s) cos 4~(r t×s  ) 

-A2~[l+cos 4~(r~xs)]}, (38) 
t 

( A - A )  ~ = ½Nf2{1 +A,,(2s)Aq(2s) 

-A~[1 +A~(2s)]}. (39) 

On peut simplifier (voir passage des gquations (10) 
(11)). 

( A - A )  2 ~ ½~59(1-A~). (40) 

Le calcul de/~ et (B-/~) ~ est analogue: 

B = ~ I A v B ~ ,  (41) 

( B - B ) 2 =  ½qS~(1-A~). (42) 

Si on compare les ~quations (36) et (9), (40) et (11), 
on remarque que les lois de distribution de l'intensit~ 
correspondant au module 3 ont la mSme forme que 
celles du modble 2, en remplaqant qb~Iq par ~i-q~-~emr'~9 et 
~52 par ¢2(1-A~). Ces lois sont port~es plus loin 
(dquations (57) et (58)). 

ModUle 4 

Divisons la maille 4ldmentaire en un nombre L de 
cases 6gales dont le volume w est suffisamment petit 
pour que chacune ne puisse contenir qu'un seul atome. 
Soit 1 la case dont le centre se trouve au point rz. 
Introduisons une variable al4atoire zz, qui repr~sente 
le fair qu'un atome soit contenu ~ l'int~rieur de la 
case 1. La loi de distribution statistique de zz est 
d4finie par les conditions suivantes. 

P(Zl) = 0  si z # 0  ou z # l ,  (43) 

lira p(zz)dzz = 1 - N w q " ( r ~ ) ,  (t4:) 
e.---> O - -  

lim p(zz) dzz = Nwq"(rz). (45) 
e - - > 0  ~,' 1- -e  

q"(rt) est une fonction analogue ~ q(rt) (5). 
On calcule les lois de distribution en consid4rant la 

contribution de chaque case comme une variable 
al~atoire, fonction des deux variables ind~pendantes 
z~ e t r ' .  r '  repr~sente la position de l 'atome £ l'int~rieur 
de w" on suppose que la distribution de r '  est uniforme. 

A -- ~ at, (46) 
/ ;  

a Z = zzf  cos 2~( r t+ r '  × s) , (47) 

a t = z l f  cos 2~r(r~+r' × s) 

= N w q " ( r z ) f c o s  2ze(rz×s)A,o, (48) 

- -  tn A = NfA,~w .~" q"(rt)  cos 2z(rt × s) = ~blAwA q . (49) 
Z 
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A~ et A~' sont analogues aux fonctions A, (33) et 
t 

Aa (35) ddfinies pour le mod61e 3" il faut toutefois 
remarquer que le volume d'une case 1 est bien plus 
petit que celui d'un parall61dpip6de du modble 3. 

Calculons la valeur de ( A - A )  ~" 

( A - A )  ~ = .~ (a~-a~) ~ , (50) 
~5 

(at_a~)2 = f2 [z~ cos 2~r(r~+r' × s) -z~A,~ cos 2~(r~ × s)] ~ 

- ½f2(z~[l +Aw(2S) cos 4~(r~×s)] 

- ~ A ~ [ l + c o s  4z~(r,×s)]}. (51) 

Puisque (voir (44) et (45))" 

z~ = z~ = Nwq" (r~) , (52) 

( A - A )  ~ = ½ff ~ {Nwq"(r~)[1 +A~(2s) cos 4~r(r~× s)] 
L 

-N~w~q"~(r~)A~[1 + cos 47~ (r~ x s)]} 

½ff { N w ~  q"(r~)-N~weA~w~ q"~(r~)}. (53) 
L L 

En tenant compte des conditions V = wL et 
q " =  1/V on a" 

( A - A )  ~= ½qS2(1-A~(N/L)(~/qZ~)} .  (54) 

On calcule B e t  (B-/~) ~ d'une mani~re analogue" 

B = qS~AwB~' , (55) 

( B - B )  ~= ½q)~(1-A~(N/L)(qr~/q-Z~)}. (56) 

Les lois de distribution de l'intensit~ ont donc la 
~ 2 7 ~ t  A 2 forme (22) et (29), en rempla~ant qS~Iq par ~l~q ~ 

et ¢~ par qS~(1-A~(N/L) (q"~ /~)} .  
On remarque que { ( ~ / L ) ( ~ / ~ ) }  est plus petit ou 

~gal ~ 1 (dquations 44 et 45). 

Rdsumd 
Les lois de distribution correspondant aux quatre 

modules statistiques ont toutes la m~me forme: 
non centrosymdtrique: 

p(I )dI  = ~ - ~ e x p (  ~ ] I o \  - ~  ] dI; 

(57) 
centrosymgtrique: 

/ dI .  (58) 

La valeur de [ e s t  calcul~e dans l'Appendice: c'est 
la m~me pour les deux cas centrosymdtrique et non- 
centrosym6trique: 

799 

= o~q52+f12qS~Iq. (59) 

Les param~tres ~ et fl ont les valeurs suivantes" 

c ~ - - 1 }  
fl = 0 module statistique 1; 

o ~ - - 1 }  
fl = 1 modgle statistique 2; 

a = 1-A~ } 
= A~ modble statistique 3; 

1 - A ~  (N/L) (q~-~/~ ~) 0¢ 
} mod61e statistique 4. fl = A ~  

t t  

Iq repr6sente I~ et Ig,  pour les modules 3 et 4. 

Normal i sat ion  des lois de distribution 

Selon le proc~d~ indiqu6 dans l'introduction, nous 
cherchons h ddcrire la distribution des intensitds ex- 
p~rimentales, correspondant £ un ensemble M de 
nceuds du r~seau r~ciproque, au moyen des lois 
statistiques (57) et (58). I1 convient de s~parer deux 
types d'ensembles: L'ensemble M 1 est form~ par des 
nceuds dans lesquels a~b9 et fl2q~Iq sont constants. 
L'ensemble M2 est formd par des nceuds dans lesquels 
~b2 et flg~b~ sont constants, mais Iq parle. 

En principe il n'est pas difficile de choisir des nceuds 
du rdseau rgciproque oh ~, fl, ¢1 et ~b~. sont constants: 
ce sont tous les noeuds ayant une valeur de [s[ en 
commun, si les atomes sont isotropes, et si l'on 
n6glige l'anisotropie des transformges de Fourier des 
volumes v et w des mod61es 3 et 4. Au contraire il 
est difficile de choisir des nceuds off Iq est constant. 
Par ailleurs on verra dans les exemples que les lois 
calculdes clans l'hypoth6se que Iq parle rendent beau- 
coup mieux compte de la distribution des intensitgs 
exp~rimentales que les lois d6termin~es en supposant 
que Iq est constant. 

Nous allons consid~rer d'abord l'ensemble M1, qu'on 
peut traiter facilement, du point de vue mathdmatique: 
les r~sultats ainsi obtenus nous serviront £ discuter le 
cas de l'ensemble Mg. 

Ensemble M 1 
Les lois de distribution des intensitgs (57) et (58) 

d~pendent de ~¢b~. et de f l2~Iq:  elles ont la m~me 
forme dans tous les points de l'ensemble M 1. 

Dans un cas pratique, off on connait les intensit~s 
seulement en valeur relative, il est commode de 
normaliser les lois de distribution en remplagant 1 
par I l l  (Howells, Phillips & Rogers, 1950). On d~finit 

x = z / i ,  (60) 

K - -  f l 2 q ~ I q / o ~ q ~  2 . ( 6 1 )  

La valeur de I est donn~e par l'~quation (59). 
En remplaqant x et K dans les dquations (57) et (58), 

on obtient respeetivement: 
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#,(x) o-s 
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p~ (x) 
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i 
0 1 2 

1 

o . 5  " -"~'~ 

(b) 

~,,~ (x) o.s 

0-5 

0 1 2 3 4 5 x 

(c) 
Fig. 2. (a) Families de courbes pK(x), (b) famflles de courbes 

~eI~(X), (c)familles de courbes ~'K(x), correspondant au cas 
non-centrosym~trique (inf~rieures) et centrosym6trique 
(sup~rieures). 

p1;(x)dx 

= e x p [ - x - K ( 1  +x)]I  0 (21/(xK(1 +K)))(1 +K)dx  (62) 

dans le cas non-centrosymdtrique, et 

pK(x)dx = V(  I +K I  × ½{ exp [-½(V(x(l  + K ) ) -  ~/K) 2] 
r \ 2 ~ x  / 

+exp[-½(~/(x(1 +K))+VK)~]}dx (03) 

dans le cas centrosym6trique. 
Les gquations (62) et (63) peuvent 6tre repr~sen~es 

par deux familles de courbes, p e n  fonetion de x, 
chaque eourbe eorrespondant & une valeur du para- 
m~tre K (Fig. 2(a)). Pour K = 0 on a les dquations 
obtenues par Wilson (1949,)." 

po(x)dx = e-~: dx , (64) 

po!(x)dx = (2~x)-½ e-½~dx. (65) 

Si K tend vers l'infini (62) et (63) tendent vers une 
fonction dont tout le eontenu (6gal & l'unit~) est con- 
centrg dans le point x = 1. Dans les Figs. 2(b) et 2(c) 
nous avons port6 les moments d'ordre z~ro 

/u~(x) = l lp~(x)dx (66) 

et les premiers moments 

~(x )  = (x) dx (07) 

des fonetions (62) et (03). I_,es fonctions (66) et (07) 
ont ~t6 ealcul~es par une integration graphique. Nous 
discuterons ci-dessous l'emploi de ees moments (voir 
ehapitre sur les applications). 

Ensemble M2 
On eherche & gtablir la loi de distribution des inten- 

sit~s dans les points d'un ensemble M2 off Iq n'est pas 
constant: on peut ramener ce eas au cas pr~cgdent. 
En effet, on peut dgcomposer l'ensemble M9 en un 
certain nombre d'ensembles partiels M1, dans tons les 
points desquels Iq a la m6me valeur" dans chaque 
ensemble M 1 la loi de distribution des intensit6s est 
p(I) (57, 58) d~finie ei-dessus. La loi de distribution 
dans l'ensemble M s est donc ~gale & la moyenne de 
p(I) dans tons les points de M~. De m6me les moments 
d'ordre z~ro et un des lois de distribution sont ~gaux 
aux valeurs moyennes des moments (66) et (67) dans 
tous les points de M s. 

l~ormalisons les lois de distribution d'une mani~re 
analogue & celle employee dans le eas pr6c6dent. :Nous 
indicluons par une barre les valeurs moyennes de I~ 
et de K dans tons les points de l'ensemble M 2. 

x ' =  (IFI) = Ii(~qS.,÷fl"qS~Iq) , (68) 

= f12qS~.Iql~q52. (69) 

Soit g(K) la loi de distribution de K dans M 2. 
Les contributions k la loi de distribution de I e t  & ses 
moments d'une fraction g(K)dK de points de M 2, off 
K a une valeur comprise entre K et K + d K ,  sont: 

px(x)g(K)dK , (70) 
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# ~ ( x ) g ( K ) d K  , (71) 

vK(x)g(K)dK , (72) 

oh p~(x), #~(x) et vg(x) sont les fonctions (62) ou 
(63), (66) et (67). 

Puisque nous voulons d~terminer les lois de distribu- 
tion en fonction de x' (68), nous remplagons x (60) 
par son expression en fonction de x' dans (70), (71) 
et (72). 

I/~x~ = x(1 +K) = x'(1 + K ) ,  (73) 

x = x'(1 +g) / (1  + K ) .  (74) 

On calcule les nouvelles lois correspondant £ l'en- 
semble M~ en int~grant pour toutes les valeurs de K:  

f (  pg(g)(X') = o PK x'I+KIg(K)dKI+K] ' (75) 

f (  t~g(e)(x') = o ~ x' 1 +K~ ] + K ]  g (K/dK,  (76/. 

I 0 I + K  I+K] g(K)dK" (77) 

Le facteur (I+K)/(I+K) de l'int6grale (77) met £ 
la m6me 6chelle les contributions des groupes de points 
ayant diff6rentes valeurs de K, et effectue la normalisa- 
tion (quand x' tend vers l'infini, Vg(K)(x') tend vers un). 

.I 5 ~ / /  

O0 2 /~ 

Fig. 3. Families de courbes /~/~ ;(x" 1 +'K!\ (inf~rieures) et 
I + K ]  

(1 "I-, K )  ~K (x" I J - ' K I  1 ~ ]  (sup~rieures). Les valeurs de x ' ( l + K )  

sont indiqu~es sur les courbes. 

On peut donner une interpretation graphique de 
l'int6gration avec laquelle on obtient les fonctions (76) 
et (77). Tragons la famille des courbes (Fig. 3), 

1 +K'~ 
#~: (x' 1 + K] (78) 

et 1 +KI. 
(1 +K)v~ (x' 1 +K/ (79) 

Chaque courbe de la Fig. 3 correspond £ une valeur 
d6termin~e de x ' ( l+K) ,  et repr~sente les fonctions 
(78) et (79) en fonction de K. On obtient la valeur de 
(76) et (77) en un point x' en d~terminant la valeur 
moyenne des fonctions (78) et (79) correspondant 
x ' ( l+K) ,  g(K) dtant le poids £ attribuer £ chaque 
point K" dans le cas de Vg(so(x') il faut en outre diviser 
par (1 +K). 

Essayons de d~terminer quelques propri~t~s des 
fonctions ,Ug_(g)(X') (76) et Vg(K)(X') (77). Si K a seulement 
la valeur K, #g(K)(x') et Vg(K)(X') coincident avec les 
fonctions des familles (66) et (67) qui correspondent 
K = K:  #~(x') et v~(x'). Admettons qu'en g~ndral 
g(K) a une valeur non nulle seulement dans le domaine 
fini K z < K < K s 

f ~ : g ( K ) d K = f : g ( K ) d K =  1. (80) 

Si la courbe de la Fig. 3, correspondant £ une valeur 
de x'(l+K), dtait une droite dans le domaine K1-K 2, 
la valeur de #g(a)(x') (ou de vg(g)(x')) serait ~gale 
/~(x')  (ou vg(x')), au point x'. En effet, en remplagant 

(x' 1 + K~ 1 ~ ]  par les deux premiers termes de son #K 
\ 

d~veloppement en s~rie de Taylor, on a: 

K~ l+K~g(g)d  K 

f 
.K2 __ . 

= [#~(x')+a(K-K)]g(K)dK = #~7(x') (81) 

I1 est ~vident que si dans le domaine K1-K ~ une 
courbe de la Fig. 3 se maintient respectivement au- 
dessous ou au-dessus de la droite qui lui est tangente 

au point K, la valeur de #g(io(x') (ou vg(~0(x')) est plus 
petite ou plus grande que celle d e / ~ ( x ' )  (ou v~(x')). 
Or on remarque que toutes les courbes de la Fig. 3, 
correspondant aux valeurs de x'( l+K) plus petites 
qu'un certain maximum, se trouvent au dessus de 
la droite qui leur est tangente au point K, et que 
toutes les courbes off x ' ( l + K )  est plus grand qu'un 
certain minimum se trouvent au dessous de la tangente, 
quelle que soit l'~tendue du domaine Kz-K 2. En 
consequence l'allure d'une fonction #g(K)(x') (ou 
vg¢~)(x')) quelconque, par rapport ~ la fonction de la 
famille (66) ou (67) correspondant £ K est la suivante: 

(a) pour x' petit/%(K)(X') est plus grand que F~(x'); 
(b) quand x' croit #g(g)(x') e t / ~ ( x ' )  se croisent, et 

/~g(g)(X') devient plus petit que /~(x') ;  



802 SUR L ' E M P L O I  DES M ~ T H O D E S  S T A T I S T I Q U E S  

(c) pour des grandes valeurs de x' l '4cart entre 
ttg(K)(X') et /x~(x') diminue, et les deux courbes 
tendent g coincider. 

Les fonctions tZg(K)(X') et Vg(~)(x') ont une allure 
analogue, mais non identique (voir Pig. 3)" les r~gions 
de x' off #g(s3(x') est plus grand ou plus peti t  que 
#~(x') ne coincident pas n6cessairement avec celles 
off Vg(x)(x') est plus grand ou plus petit  que v~(x') 
(saul pour x' tr~s peti t  ou tr~s grand, off /Zg(s3(x') et 
Vg(K)(x') sont respectivement plus grand et plus peti t  
que tz~(x') et v~(x')). Pour une valeur donnde de K 
l'~cart entre tZg(K)(X') et /z~(x'), et entre vg(x)(x') et 
v~(x'), est d 'au tant  plus grand que la loi de distribu- 
tion de K est plus 6tendue. 

Nous avons diseut6 ci-dessus le cas des structures 
non-centrosymdtriques, qui sont les plus importantes 
dans l'~tude des prot6ines: les rdsultats qu'on obtient 
dans le cas des structures centrosymgtriques sont 
analogues. En particulier l 'allure relative des courbes 
beg(K)@') et /z~(x'), et Vg(x)(x') et v~(x'), est la m6me 
dans les deux cas. 

Applications et exemples  

Propridtds statistiques des intenaitds 
R6sumons et comparons les proprigtds statistiques 

des intensitds correspondant aux quatre modules dg- 
finis dans l ' introduction. 

Dans le module 1 ( I )  coincide avee ¢2, les lois de 
distribution des intensitds sont donn~es par les ~qua- 
tions (3) et (4). 

Le module 2 est compatible avec une allure moins 
r6gulibre de <I> en fonction de ]s[: il impose n~an- 
moins g <I> /a condition d'dtre partout dgal ou plus 
grand que q5~: 

= ( 8 2 )  

Nous avons discut6 dans le chapitre prgcgdent l'al- 
lure des lois de distribution et de leurs moments, 
pour les deux cas ot~ I~ est constant et varie. 

Les mod61es 3 et 4 imposent encore moins de restric- 
tions g la forme de la courbe <I>: <I> et ~b~ sont dif- 
f6rentes, et leur position relative peut 6tre n ' importe 
laquelle: 

<I> = ~(1-A~)+qb~<I~>A~ module 3 ,  (83) 

<I> = ~bz" (1 - N  q"~A~) - o " 'a module (84) 

Examinons ces deux dquations. A} dans (83), est 
6gal g 1 quand Isl = O" pour [sl croissant A~ tend vers 
0 plus r i te  que ~b~.* Donc la courbe <I> correspondant 

* Le parall616pip&de (voir mod&le 3) dont Av est la trans- 
forrn6e de Fourier est grand, en comparaison des dimensions 
d'un atome; au eontraire le volume d'une case (voir module 4) 
dont Aw est la transform~e de Fourier est du m~,me ordre de 
grandeur de celui occup6 par un atome. 

au module 3 est infdrieure ?t ceUe du module 2: la dif- 
f6rence est grande pour Is] petit,  et s 'estompe rapide- 
ment  avec Is] croissant. 

Le terme (1-(N/L)(~7~/qi72)A~} de l 'dquation (84) 
d6pend de deux facteurs ind6pendants de Isl, & savoir 
le 'degr~ de remplissage' N/L des eases entre les- 
quelles on a partag6 la maille glgmentaire et les fluc- 
tuations q,,9/~772 de q(r) (6quation (5)), et du facteur 
A~, fonction de Is], qui est la transform~e de Fourier 
du volume d'une case. A~ est ~gal g 1, si Is] = 0, et 
dgcrolt g peine plus r i te  que ~b 2, pour Is[ croissant.* 
~Tous avons montr6 que ((N/L)(qT-'~/q-~9)) ne peut pas 
~tre plus grand que 1. Donc la courbe ( I )  correspondant 
au module 4 est intermddiaire entre celles des moddles 
2 et 3, dana ht rdgion oit Is] est petit; Tour [sl croissant 
( I )  du module 4 tend vers (I> du module 2 plus lente- 
ment que <I> du module 3. 

Les lois de distribution des intensit~s normalis6es, 
et leurs moments, ont 6t~ discutdes au chapitre pr6c~- 
dent" elles sont les m6mes pour les trois modules 
(2, 3 et 4). 

Si Is] est suffisamment grand, <I> tend vers ~9 et 
les lois de distribution tendent vers celles de Wilson 
dans les trois modules, car le facteur de ~ dans (82), 
(83) et (84) tend vers 0 plus vite que ~b~, si l 'on admet 
que les variations de q(r) sont lentes dans le volume 
qu'occupe un atome. 

Ddtermination de q5~ et ddtectiou d'un centre de symdtrie 
I1 est peut-6tre opportun de faire quelques remarques 

relatives g l 'application de certaines mgthodes sta- 
tistiques dgrivges des t ravaux de Wilson aux intensit~s 
des prot6ines: en particulier la d6termination du fac- 
teur de temperature et de l'6chelle absolue (Wilson, 
1942), et la d6tection des centres de sym6trie (Howells 
et al., 1950), g part ir  des intensit6s, connues en valeur 
relative. 

Le premier de ces probl~mes ~quivaut g d4terminer 
la courbe ~52, g part ir  de <I>. La mgthode la plus directe 
serait celle d'utiliser la portion de <I> correspondant 
g Is] grand, off <I> et ~bg. coincident, pour extrapoler 
vers l'origine (Wilson, 1942). En pratique ce proc6d6 
est affect6 de graves erreurs, car l 'intensit6 moyenne 
devient tr~s faible, lorsque [sl crolt, et les valeurs de 
<I> sont peu pr~cises. Un moyen different est celui 
d'utiliser d 'autres donn~es exp~rimentales: nous en 
donnons un exemple dans le cas de la ribonucl6ase 
(voir ci-dessous). L'hypoth~se que <I> ne s'6carte pas 
de ¢2 (Corey, Donohue & Trueblood, 1952), dans la 
r~gion off [sl est petit, est arbitraire, et peut mener 

des conclusions fausses. 
Pour d~celer la presence d 'un centre de sym6trie, 

on utilise habituellement la mdthode propos~e par 
tIowells et al. (1950), qui consiste g comparer les points 
exp~rimentaux /x(x') (voir (86) ci-dessus) avec les 
courbes th6oriques tZ~=o(X') des cas centrosymdtrique 
et non-centrosym~trique, dans la rdgion x ' <  1. Or 
nous avons montrg que lorsque K n'est pas constant, 



V. L U Z Z A T I  803 

les points exp6r imentaux #(x') se t rouvent  au-dessus 
de la courbe /~g(x'), dans la r6gion off x' est pet i t :  
il est possible, dans ces conditions, que les points  
/~(x') d 'une  s tructure non-centrosym6tr ique a t te ignent  
ou d6passent la courbe #K=o(x) des structures centro- 
sym6triques.  Cela est d ' au t an t  plus probable que la 
var ia t ion soit de Iq soit de ¢3 est plus grande;  en 
effet on peut  montrer  sans difficult6 (voir le chapitre  
sur l ' ensemble  Ms) que la var ia t ion de ¢~ dans un  
ensemble M~ est formel lement  6quivalente  g la varia- 
t ion de Iq. 

Exemple : ribonucldase 
Nous avons choisi cette prot6ine comme exemple 

car nous disposons d 'un  ensemble de mesures ex- 
p6rimentales  faites au 'Prote in  Structure Project '  
(Magdoff, Crick & Luzzati ,  1956) au moyen  d 'une  
technique perfectionn6e (Furnas & Harker ,  1955): 
Magdoff & Crick (1955) ont discut6 la pr6cision de 
ces mesures. 

Le cristal  dont  nous avons utilis6 les intensit6s 
appar t ien t  au systbme monoclinique, groupe de sym6- 

(I) % 
"LL~L.,---- 

0 0,2 0,4 ISI 

Fig. 4. (I } de la ribonucl6ase. Chaque palier d'6tend sur la 
r6gion de Isl pour laquelle on a ealeul6 une valeur de Fin- 
tensit6 moyenne. 

trie P21; les dimensions de la maille 616mentaire sont:  
a = 30,24, b = 28,43, c -- 53,21 J~, fl -- 105 ° 85'. 

Nous avons port6 dans la Fig. 4 la courbe {I> ex- 
p6rimentale.  L 'a l lure  de <I}, en fonction de Isl, est 
incompat ible  avec le module s tat is t ique propos6 par  
Wilson, qui impose la condition (I> = ~b 2. Pour  
choisir entre les autres modules celui qui est en meil leur  
accord avec <I> il faudra i t  comparer les courbes <I> 
et ¢~" or nous avons montr6 ci-dessus qu ' i l  n 'est  pas 
facile de d6terminer  la forme de q)2 £ par t i r  des in- 
tensit6s. 

Nous avons essayd d '6viter  cette difficult6 en com- 
paran t  (I> avec la courbe de diffraction de la ribo- 
nucl6ase amorphe*:  nous supposons pour cela que la 
dis t r ibut ion des atomes est approx ima t ivemen t  la 
m~me dans le cristal et dans la poudre amorphe.  Cette 
m6thode, telle que nous l 'avons employ6e, ne permet  
pas de tracer ~b~ avec une pr6cision comparable £ celle 
de {I>; nous avons pu d6terminer  n6anmoins  que la 
courbe ~b~ se trouve par  endroits au-dessus et par  
endroits au-dessous de {I>, et que les deux courbes se 
croisent au moins une lois dans la r6gion Is] _~ 0,2/~-1. 
Cela est incompat ib le  avec le mod61e 2, selon lequel 
~b9 devrai t  se t rouver  par tout  au-dessous de ( I} :  le 
choix entre les modbles 3 et 4 d6pend d 'une  meil leure 
connaissance de la courbe ~b~. 

Nous avons examin6 ensuite la dis t r ibut ion des in- 
tensit6s exp6rimentales.  Nous avons effectu6 l ' ana lyse  
s tat is t ique avec routes les intensit6s contenues g 
l ' int6rieur d 'une  sph6re de rayon Is] = 0,445 j~-l, 
ayan t  son centre £ l 'origine de l 'espace r6ciproque, 
g l 'exclusion de la s trate hO1; nous les avons r6unies 
en plusieurs groupes, dont  chacun est form6 des inten- 

* Nous devons 5, la complaisance du Dr D. P. Riley et du 
Dr V. W. Arndt d'avoir pu utiliser les donn6es exp6rimentales 
relatives & la ribonucl6ase amorphe, qu'ils n'ont pas encore 
publi6es. 
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B 

5" 

J ,  I 
0 2 ~ t 

X 

(a) (b) 
Fig. 5. (a) Fonctions ~u(x') exp6rimentales, (b) fonetions 7,(x') exp6rimentales: ribonuel6ase. 
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sit~s des N nceuds du r6seau r6ciproque contenus entre plique la distribution des intensit~s des groupes 
deux spheres de rayons Isz[ et Js~[: D, E et F. 

Oroupe Is~l Is~l 
A 0 0,147 173 
B 0,115 0,193 320 
C 0,193 0,293 1040 
D 0,293 0,337 778 
E 0,337 0,392 1269 
F 0,392 0,445 1694 

Pour chaque groupe nous avons calcul~ l'intensit6 
moyenne i ,  et nous avons normalis~ les intensit~s- 

x'= 1/~. (85) 

En ordonnant les intensit6s en fonction de x' croissant 
nous avons calcul6 quelques points exp~rimentaux des 
moments F(x') et v(x'): 

~u(x') = m(x')/m(oo) , (86) 

v(x') = n(x')ln(oo) . (87) 

m(x') et n(x') repr6sentent respectivement le nombre 
de nceuds dans lesquels I / 1  est plus petit que x', et 
la somme des valeurs de x' dans ces nceuds. Ces points 
sont portfs dans la Fig. 5 avec quelques courbes des 
familles/~K(x) (66) et VK(X) (67), relatives au cas non- 
centrosym6trique. 

La distribution des intensit6s des groupes A e t  C 
est nettement diffdrente des lois de Wilson (K = 0 
dans la Fig. 5)" l'allure des courbes exp6rimentales est 
au contraire en excellent accord avec les lois statistiques 
relatives aux modbles 2, 3 et 4 pour le cas off Iq n'est 
pas constant. En effet les points expdrimentaux F(x') 
et v(x'), qui pour x' petit se trouvent au-dessus des 
courbes FK(x) et VK(X), les croisent lorsque x' croit, 
passent au-dessous et tendent enfin vers l'une des 
courbes #K(x') et vlr(x'). Selon la th6orie/~(x') et v(x') 
ont #~(x) et vg.(x) pour asymptote" en pratique les 
derniers points exp6rimentaux de la Fig. 5 sont encore 
61oign6s de l'asyn~.ptote, donc on ne peut pas ddter- 
miner la valeur de K. 

L'fcart  entre la distribution des intensit6s du groupe 
B et les lois de Wilson n'est pas grand: toutefois son 
allure est analogue & celle des groupes A et C, quoique 
beaucoup moins accentu6e. 

Les intensit6s des groupes D, E et F sont distribu6es 
selon des lois pratiquement identiques £ celles de 
Wilson. 

Or on remarque que les groupes A e t  C coincident 
avec les r~gions off ( I )  a ses valeurs les plus grandes 
(Fig. 4), et que le groupe B, au contraire, correspond 

la r6gion off ( I )  atteint son minimum. Cela est en 
accord avec la th~orie, qui gtablit que les lois de 
distribution s'~cartent d 'autant plus des lois de Wilson 
que K (61) est plus grand" il est 6vident que K est 
grand lorsque (I) ,  donc (Iq), est grand. Par ailleurs 
K tend vers z6ro avec (Iq), quand 18J croit" cela ex- 

Exemple : mdthdmoglobine 
Le Dr Perutz ayant obligeamment mis £ notre dis- 

position les intensitds obtenues avec des cristaux de 
m6th6moglobine de cheval (Perutz, 1949), nous les 
avons utilis~es pour faire une analyse statistique 
analogue & celle effectu~e avec l a  ribonucl~ase. 

Les cristaux de m~th6moglobine appartiennent au 
syst~me monoclinique, groupe de sym~trie C2(a=109, 
b = 63,2, c = 54,4 4,  /~ = 111°). 

(i) 

1 
\ 

L 
0 0,2 ISl 

Fig. 6. ( I )  de la m6th6moglobine. 

La courbe (I) ,  reprgsentge dans la Fig. 6, est 
analogue & celle de la ribonucl6ase: l'allure de (/~ 
suffit & indiquer le d6saecord avec le module statistique 
de Wilson. Ne disposant pas d'autres donn~es ex- 
p~rimentales, nous n'avons pas pu d6terminer la 
position de ~2. 

Nous avons fair l'analyse statistique avec les taches 
correspondant aux nceuds du r6seau r6eiproque con- 
tenus £ l'int&rieur de la sphere de rayon Is] = 0,310 
(les taehes hO1 exclues), que nous avons groupies de 
la mani~re suivante: 

Group~ [~j [~l 
A 0,080 0,120 200 
B 0 0,150 552 
O 0,130 0,190 791 
D 0,170 0,210 759 
E 0,200 0,240 1004 
F 0,240 0,280 1447 
G 0,280 0,310 1379 

Nous avons port6 dans la Fig. 7 les points exp6- 
rimentaux F(x') et v(x') et quelques courbes des familles 
/~R(x) et v~(x). 

Dans tons les cas off les points exp6rimentaux 
s'~cartent des lois de Wilson, ils se rangent par rapport 
aux courbes/~r(x) et vK(x) selon les lois ~tablies pour 
les modules 2, 3 et 4 (voir chapitre pr~cddent et ex- 
emple sur la ribonucl6ase). En particulier l'allure des 
points exp~rimentaux du groupe A fournit la meilleure 
illustration, entre tousles groupes des deux exemples. 
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Fig. 7. (a) Fonctions /~(x') exp6rimentales, (b) fonctions e(x') exp6rimentales: m~th6moglobine. 

des r6sultats th~oriques du chepitre pr6cddent. Pour 
le m6th~moglobine, comme pour la ribonucl6ese, 
l'dcart entre points exp6rimenteux et lois de Wilson 
est grand pour les groupes dont l'intensitd moyenne 
est grende (voir Fig. 6): on peut remerquer, en 
perticulier, la diff6rence entre la distribution des in- 
tensit~s du groupe A, correspondent eu premier 
maximum de (I) ,  et celle du groupe C, qui contient 
le minimum de ( I )  situ~ eutour de Is[ = 0,150. 

J 'ai  d6veloppg ce travail pendant un sgjour d'un 
an eu Protein Structure Project. Que son Directeur, 
le Dr D. Harker, veuille bien trouver ici l'expression 
de ma profonde reconnaissance pour l'eccueil qu'il m'a 
r6servg dens son Laboretoire, et l'int6r6t qu'il e port~ 
& mon travail. Je tiens £ remercier 6galement le Dr 
B. S. Magdoff, qui m'e eid6 de ses conseils et de ses 
encouragements. Il m'est enfin perticuligrement egr~- 
able de remercier le Dr F. H. C. Crick, dont les critiques 
fort pertinentes ont corrig~ de graves erreurs et ont 
contribud & donner £ ce travail sa forme d6finitive. 

APPENDICE 

Calcul  de i 

Dens le ces non-centrosym6trique on e 

if i = (A2+B2)p(A)p(B)dAdB,  (88) 

off p(A) et p(B) sont respectivement les 6quations (12) 
et (13). Dans le cas centrosym~trique on a 

AC8 

f 
o O  

= F2p(F)dF,  (89) 
- - O O  

off p(F) est l'gquation (28). 
On effectue un changement de variable dans les 

int6grales (88) et (89), de mani~re & obtenir des int6- 
greles ayant la forme: 

SS I = c?(u, v) exp [ -u2-v~]dudv ,  (90) 
- - O O  

off ~(u, v) est un polyn6me en u et v. 
On calcule (90) en utilisant l'int~grale connue: 

f oo exp [-t2Jdt. (91) t2 
- - ( 3 0  

Dens les deux cas, non-centrosym6trique et centro- 
sym~trique, on obtient : 

i = o ¢ ~ 2 + ( f 1 2 q ~ 2 - - a q ~ 2 ) I  q . (92) 

Nous avons admis que le nombre d'atomes est tr6s 
grand: dans ce cas ~b 2 est n6gligeable en comparaison 
de ~b~ et (92) devient 

~I aq52+fl ~ i l q .  (59) 
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The Geometry of Lattice Planes. II. Crystallot~raphy of Ed~,e Dislocations 
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A crystallographic procedure is given for constructing a dislocation of given Burgers vector in any 
crystal structure. The theory is applied to glissfle dislocations in the c.p.h, and diamond structures, 
and to sessile dislocations in the f.c.c, and b.c.c, lattices. 

Introduction 

Given tha t  a dislocation has the form of a straight 
line lying in a particular lattice plane, referred to 
hereafter as the slip plane, with a prescribed Burgers 
vector b, where b is a lattice vector in this plane, 
it  is well understood tha t  there are two degrees of 
freedom at our disposal in the construction of the dis- 
location and three in its crystallographic description. 
For the direction of the dislocation line may be tha t  of 
any lattice vector d in the slip plane, and the dislo- 
cation plane* may  be any lattice plane (other than the 
slip plane) containing d; if p is any lattice vector in 
the dislocation plane (other than d), a map of the 
plane p, b--referred to hereafter as the elevation 
plane--provides the most convenient and suggestive 
picture of the lattice distortion. I t  is the purpose of 
the present paper to analyse how the crystallographic 
construction of the dislocation depends on the choice 
of the dislocation plane, to show how the description 
depends on the choice of the elevation plane, and to 
apply the results to the more general dislocation con- 
sisting of a sequence of straight-line segments of dif- 
fering diroction~, The an~lysi~ is extended ~0 any 
crystal structure, however complex, and should hence 
provide the theory of dislocations with a rigorous 
crystallographic setting which is at present lacking. 

Crysta l lographic  construct ion 

According to the preceding considerations, we set up 
a triplet of vectors b, d, p at any lattice point © of 

* This may be formally defined as the lattice plane parallel 
to which half-planes are inserted or removed. 

the dislocation line: b is a given lattice vector in the 
slip plane; d lies in the slip plane, but  is otherwise 
arbitrary, and defines the dislocation line through ©; 
p does not lie in the slip plane, but  is otherwise ar- 
bitrary, together with d defining the dislocation plane 
and together with b defining the elevation plane. The 
slip properties of the dislocation depend only on b. 
For a given b, the construction of the dislocation 
depends on the choice of the dislocation plane. In  the 
simplest possible case, the vectors b, d, p constitute 
a primitive triplet. This implies tha t  the stacking 
pat tern of the dislocation planes along b is 

. . . 1 1 1 1 1 . . . ;  

removal or insertion of a half-plane does not alter 
this stacking at  distances far removed from ©, and 
hence enables us to construct the dislocation in the 
usual manner (Cottrell, 1953). The stacking pat tern  
of the elevation planes along d is 

. . . 1 1 1 1 1  . . . ,  

so tha t  the map of only one such plane suffices for a 
complete description of the lattice distortion. Finally, 
to follow the disturbance along the dislocation line, 
a map of the slip plane is also necessary. 

If b, d, p do not constitute a primitive triplet, e.g. 
the parallelepiped defined by  them contains a lattice 
point in the interior or on one of the sides, i t  is con- 
venient to consider three distinct possibilities for the 
situation of this point:  

(1) I t  lies in the parallelogram d, p, as illustrated in 
Fig. l(a). In  this case the stacking of the elevation 
planes along d is 


